
 
 
 

 
 
 

 

 سيستم بزرگ در تماس نشان دهيد، برای دو) الف    ١-١

),(، تعدادگرمايی )()(
1EE ooΩ را می توان به صورت يک ٢-١ بخش 

عبارتی برای جذر .  کردبيان1Eتابع گوسی  با متغير
برحسب کميات  1Eاز مقدار متوسط  1Eميانگين مربعی انحراف

 . بدست آوريد معلوم مساله
 ميانگين مربعی انحراف جذريک ارزيابی صريح از )    ب        

گازهای ايده آل  A2 وA1  سيستم هایآه، در حالتي1Eمتغير
 .هستند انجام دهيد
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در حالت تعادل احتمال تمام حالت هاي  قابل دسترس يكـسان            
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( )P E1  راي انـرژي  سيستم دا  است آه     احتمال اينE1  باشـد  .
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 :حالت تعادل داريمدر  
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                                             آه در اين رابطه
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  : از شرط زير استفاده مي آنيمCبراي پيداآردن مقدار 
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 وقتي اين تابع به.ين همان تابع گوسي مورد نظر استو ا
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 :مقدار اوليه اش برسد، داريم
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سيـستم فيزيکـی از      Ω و عدد آماری   Sفرض کنيد آنتروپی     ٢-١
=Ω)( شکله  طريق يک تابع دلخواه ب     fS      به يکـديگر مربـوط

شان دهيد که ويژگی جمع پذيری آنتروپی و ويژگی         ن. می شوند 
به شکل   Ωf)( می کند که تابع     حاصلضربی عدد آماری الزام   

 .باشد) ۶-٢-١(

 :حل     
( ) ( )tot i i i

i i
S f S S f= Ω ⇒ = = Ω∑ ∑  

( )

( ) ( ) ( )

tot i i i i
ii i

f f

f f f

⎛ ⎞Ω = Ω ⇒ Ω = Ω ⇒⎜ ⎟
⎝ ⎠

Ω Ω = Ω + Ω + ⇒

∑∏ ∏

1 2 1 1 2 2000 000

 

fdf d

d d d

∂⎧ = Ω⎪ ∂Ω⎪
⎨
⎪ ∂Ω ∂Ω

Ω= Ω + Ω +⎪ ∂Ω ∂Ω⎩
1 2

1 2
000

 



  پتريامكانيك آماري 

 
٦

fdf d

d df fd

⎛ ⎞∂ ∂Ω
= Ω +⎜ ⎟
∂Ω ∂Ω⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞Ω Ω∂ Ω ∂
= Ω + = Ω + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
∂Ω Ω ∂Ω Ω Ω⎝ ⎠ ⎝ ⎠

1
1

1 2
1

1 1 2

000

000 000

                                 

)١(  

( ) ( ) ( ) f ff f f df d d∂ ∂
Ω = Ω + Ω + ⇒ = Ω + Ω +

∂Ω ∂Ω
1 2

1 1 2 2 1 2
1 2

000 000           

)٢(  

( ) ( ), f ff cte∂ ∂∂
⇒ Ω =Ω =Ω = =

∂Ω ∂Ω ∂Ω
1 2

1 2
1 2

1 2 000 

( ) lnddf C f kΩ
= ⇒ Ω = Ω

Ω
 

 

B,دوسيستم   ٣-١ A     ـا را   .  دارای ترکيباتی يکسان هـستندآ
ا هم  با هم تماس می دهيم بصورتيکه تبادل انرژی و ذرات ب          

,داشته باشند ولی حجم   
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 )σبه قطر  (صلب از کره های      متشكل در يک گاز کلاسيکی      ۴-١
 بطور خلاصه وجود    نيستندتوزيع فضايی ذرات به هم وابسته       

N′      ذره در سيستم فقط حجـم )( oVNV )( را بـرای   −′ 1+′N  ذره 

. باشد 3σ متناسب با   بايد oVواضح است که  . باقی می گذارد  
VNV فرض اينکه با   <<o وابستگی  باشد ،),,( EVNΩ    بـهV  را 

 در  V نـشان دهيـد کـه         بعنوان يـك نتيجـه     تعيين کنيد و  
  b جـايگزين شـود کـه        V-bقانون گازها می تواند بوسـيله       

ال شـده بوسـيله ذرات      غمساوی چهار برابر فضای واقعی اش     
 .است
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 . مقداري ثابت مي باشدCآه در اين رابطه
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uحجمي است آه به ازاي يك ذره به قطر σيا به حجم V  
 . يا به عبارتي حجم هر آدام از ذرات استآم مي شود
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متناسـب اسـت ولي       Vاحتمال بـا    Vبراي يك ذره به حجم    
 بـدون اشـغال     u وقتي ذره وارد مي شود حجمي بـه انـدازه         

در واقع حجم خود ذره به اضافه فضايي آه         . باقي مي ماند  
مانـد و ايـن برابـر        در اطراف ذرات بدون قابل دسترسي مي      
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 متر با گازی 1o/متر و قطر ١ طولظرفی استوانه ای با    ۶-١
 کلوين پر شده است 3oo  اتمسفر و دمای ١تک اتمی در فشار 

، به گاز گرما  تخليه الکتريکی در طول محور ظرفبوسيله
 .می شود      داده 

ژول به گاز داده  41oاگر با اين روش يک انرژی            
فوراЀ بعد از تخليه الکتريکی به چه دمايی می شود گاز 
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 هـاي انـرژی     که حالـت   نسبيتی    فرين مکانيک آماری گاز    ٧-١
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 است آه نقاط تقـاطع آن بـا          اي معادله بالا معادله صفحه   
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4 43 4

3 3 3
 

 

يک سيستم ميکروسـکوپيک کـه ويـژه مقـادير انـرژی آن               ٨-١
 بوسيله

(n) nh n , , ,ε = ν = ⋅⋅⋅1 2o 

 سيـستم   Ω يک عبارت برای عـدد       در نظر بگيريد  داده می شود را    

برحـسب تـابعی از       را   دمای سيستم   . وريدبدست آ 
N
E

 νhو  

→∞ت حدیي وضعرةبادرتعيين کنيد 
νNh

E
 .  بحث کنيد

 :حل     

ــرژي ذرة اول :        انــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
( ) , , ,.. .n n h nε υ= =1 1 1 1 2o 

ــرژي ذره دوم :        انــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
( ) , , ,.. .n n h nε υ= =2 2 2 1 2o 

ــوم  ــرژي ذره ســـــــــــــــــ :        انـــــــــــــــــ
( ) , , ,.. .n n h nε υ= =3 3 3 1 2o 

M 
ــرژي ذرة :        امNانــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

( ) , , ,.. .N N Nn n h nε υ= = 1 2o 
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 E ذره با انرژی کـل     Nبی ايت تراز داريم و می خواهيم      
را بين آا تقسيم کنيم هماننـد مـساله نوسـانگر هماهنـگ             

 )E تا نوسانگر يکسان با انرژی کلN(ساده 

( ) ( ) ( ) ( )N NE n n n n n n n n h Rhε υ υ= + + + = + + + =1 2 1 2000 000  

ER
hυ

=  

Rتعداد آل بسته هاي انرژي hυ . 

 بـسته   Rحال مي خواهيم ببينيم بـا چنـد روش مـي تـوان            
ها يكـسان و    R  چون  ذره تقسيم آرد   Nانرژي يكسان را بين   

 :ذرات نيز يكسان هستند بنابراين

[ ]( )! ln ln( )! ln ! ln( )!
!( )!

N R S k k N R R N
R N

+ −
Ω= = Ω= + − − − −

−
1 1 1
1

 

Nو چون N بنابراين1<< N−1�. 

[ ]

,

( ) ln( ) ln ln

ln
N V

S k N R R N R R N N

S S R k R N
T E R E h Rυ

= + + − −

∂ ∂ ∂ +⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = ⋅ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
1

 

ln

hT
Nhk

E

υ
υ

= ⋅
⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

1

1
 

ــر اگـــــ
E

Nhυ
ــورت ∞→ ــن صـــــ  در ايـــــ

Nh
E
υ
→ o و 

lnبنابراين ( )Nh
E
υ

+ →1 oدر نتيجه   :→ ∞T 

 

),,(از اين واقعيت که آنتروپی  ٩-١ EVNSم ترموديناميکی سيست
 : و ثابت کنيد کهآنيد است استفاده فزونوريک عبارت 



  .١فصل 

 
١٥

, , ,

∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠V E N E N V

S S SN V E S
N V E

 

Sکه          اين عبارت دلالت می کند
T

)EPVN(
=

++µ−
به  ويا 

Nعبارت ديگر E PV TSµ = + اين فرمول يک رابطه مهم  ،  −
  .و مشهور در ترموديناميک است

 :حل     

انيم پارامتري فزونفر اسـت آـه اگـر تمـام خـصوصيات             مي د 
 αنيز    برابر آنيم، آن پارامتر    α را  سيستم ترموديناميكي
 .برابر مي شود

( ) ( )( ) , , , ,

N N

V V S S S N V E S N V E

E E

α

α α α α α α

α

→⎧
⎪⎪ → ⇒ = ⇒ =⎨
⎪
⎪ →⎩

 

, , ,V E N E N V

S S SdS dN dV dE
N V E
∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

( ) ( ),dS S S S dN Nα α α= − = − = −1 1  

( ) ( )dV V dE Eα α= − ⇒ = −1 1  

( ) ( ) ( ) ( )S S SS N V E
N V E

α α α α∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− = − + − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
1 1 1 1

 

, , ,V E E N N V

S S SN V E S
N V E
∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + = ⇒⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

                       PN V E S PV E T S N
T T T
µ µ− + + = ⇒ + − =

1
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يک مول آرگون و يک مول هليوم در ظرفی با حجم مساوی              ١٠-١
k3o رگـون آاگـر دمـای     . قرار گرفته اند   o  دمـای    باشـد ،

وم چقدر بايد باشد تـا آنتروپـی هـر دو گـار يکـسان               هلي
 باشد؟
 :حل     

, , / ,m V N T k

E N kT

⎧ = = × =
⎪
⎨
⎪ =
⎩

23
2 2 2 2

2 2 2

4 6 2 1 3

3
2

oo o o oo

 آرگون : 

, , /m V N

S S
E N kT

⎧ = = ×
⎪⎪ ⇒ =⎨
⎪ =
⎪⎩

23
1 1 1

1 2

1 1 1

4 6 2 1

3
2

o o

 هليم : 

ln lnV m E V m EN k N k N k N k
h N h N

π π
⎡ ⎤ ⎡ ⎤

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

1 1
2 2

1 1 1 2 2 2
1 1 2 23 3

1 2

4 43 3
3 2 3 2

 

 :زيرا

,N N V V m E m E m N kT m N kT= = ⇒ = ⇒ × = ×1 2 1 2 1 1 2 2 1 1 1 2 2 2
3 3
2 2  

m T m T T T k= ⇒ = × ⇒ =1 1 2 2 1 14 4 3 3 oo oo ooo  
 

 اتمـسفر   ١اکسيژن در فشار    چهار مول نيتروژن و يک مول         ١١-١
3oو دمای  o                کلوين با هـم مخلـوط شـده و بـه شـکل هـوايی

آنتروپـی  .  که دارای فشار و دمای يکسان انـد        درآمده اند 
 بر مول مخلوط را حساب کنيد ؟

 :حل     



  .١فصل 

 
١٧

چون فشار و دماي هر دو گاز اوليه و گـاز مخلـوط يكـسان               
 .ابت باشداست پس حجم نمي تواند ث

, ( )n RT n RTnRTV V V n n n
P P P

= + ⇒ = + = +1 2
1 2 1 2 

ln ln ,i
T i i i i

i i

N NV n TS N R N k N n N
V h N N

π
=

=⎧⎪⎧ ⎫= + + = ⇒⎨ ⎬ ⎨
⎩ ⎭ =⎪⎩

∑
2 1

2
1

2

43 21
2

o

o

o 

// /
/

nR T V VV
P N N

−
− −×

= ≅ × ⇒ = = = ×
× ×

15
5 3

23
1 2

1 23 11 23 1 5 1 1
4 4 6 2 1

o
o o

o o
 

, ?N m m= =1 214o  

( )

( )

/

/
/

/ /

m T
h

V V
N N

m T
h

π

π

−

−

−

−

−

⎧ × × × ×
=⎪

×⎪
⎪= = × −⎨
⎪ × ×⎪ =
⎪ × × ×⎩

3
1

22 34

3

32
2

22 34

2 2 3 14 14 3 1

6 63 1
4 2 4 1

2 16 3 1

2 3 14 1 55 1

o

oo o

o

o o

oo o

o o

 

 

) ۵-١(نشان دهيد که تغييرات آنتروپی مخلوط که در   ١٢-١
 .می کند      روابط زير را ارضاء ،استخراج شده

,  برای هر)الف (            , ,
2 2 1 1

V N V N  کميت( ) o≥∆ ≡21S  ثابت

می ماند وقتی
N N
V V

=1 2

1 2

,برای هر) ب(   . , ,V N V N
2 2 1 1

 ، کميت

( ) ( ) ( ) o≥∆=∆−∆ ∗
≡ SSS N فقط اگر ، ثابت است21

1
N يا

2
 صفر 

 .باشد
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)(ر برای مقدا)ج  (           21 NN  ، کميتداده شده +

( ) ( ) 221 lnkNNS +≤∆ N آهثابت می ماند وقتی ∗ N=
1 2

 .باشد  

 :حل     

( ) ( ) ln ln ln

( ) ln ln ln ln ln

V V V VS k N N N N
N N N N

V Vk N N N N N N N V N V
N N

≡

⎡ ⎤+
∆ = + − −⎢ ⎥+⎣ ⎦

⎡ ⎤+
= + + + − −⎢ ⎥+⎣ ⎦

1 2 1 2
1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

1 2
1 2 1 1 2 2 1 1 2 2

1 2

 

( ) ln ln

,

V V N V V N
S k N N

N N V N N V

N NnV mV N nN
V m V

≡

⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ +⎪ ⎪∆ = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎨ ⎬+ +⎪ ⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭

= = =

1 2 1 1 2 2
1 2 1 2

1 2 1 1 2 2

2 1
2 1 2 1

2 1

 

nاگر فرض آنيم آه همواره m≥درست باشد آنگاه داريم : 

( )
( ) ln ln

( )
m V N m nS k N N
n N V n m≡

⎧ ⎫⎛ ⎞+ +⎪ ⎪⎛ ⎞∆ = ⋅ + ⋅⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟+ +⎝ ⎠⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭

1 1
1 2 1 2

1 1

1 1
1 1

 

( ) ( ) ln m nS k N N k N ln
n m≡

+
∆ = + +

+1 2 1 2 2
1
1

 

                )ب

( ) ( ) ln ln
N N N N

S S S k N
N N

∗
≡

⎡ ⎤⎛ ⎞+ +
∆ − ∆ = ∆ = + ≥⎢ ⎥⎜ ⎟

⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

1 2 1 2
1 2 2

1 1
o 

 .آه واضح مي باشد

( ) ln lnN N N NS k N N
N N

∗ ⎡ ⎤+ +
∆ = +⎢ ⎥

⎣ ⎦
1 2 1 2

1 2
1 2

 

 :مي خواهيم ثابت آنيم آه) ج



  .١فصل 

 
١٩

ln ln ( ) lnN NN N N N
N N

+ ≤ +1 2 1 2
1 2

2 

ln ln lnN NN N
N N N N

+ ≤1 2

1 2
2 

Nاگر mN=  :آنگاه داريم.  باشد1

( )mN N N N m N= + ⇒ = −1 1 2 2 11  

( )ln ln ln

ln ln ln( ) ln ln

m mm
m m m

mm m m
m m m m

−
+ ≤

−

− + − + ≤
−

1 1 2
1

1 1 1 1 2
1

 

ln( ) ( ) ln

( ) ( ) ln

m

m

m m
m

m m
m

− ≤
−

− ≤
−

1

1

1 2
1

1 2
1

 

( )

m
m

m
m

m − ≤
− 1 2

1
 

mبه ازاي  . برقرار است2=
mاز روش استقراء فرض مي آنيم آه بـه ازاي          k=   برقـرار 

kبنابراين بايد به ازاي. است  . نيز برقرار باشد1+

( )
( ) ( )

k k
k k

k k
k k

k k

+
+

−
+

≤ ⇒ ≤
−

1
1

1
12 2

1
 

kآه به ازاء  . همواره برقرار است2<
 
ذکر شـده   ) ١-۵(اگر دو گاز بصورت فرآيندی که در بخش           ١٣-١

وط شوند در صورتی که دمای ابتدايی آـا مختلـف           با هم مخل  
 مخلوط در اين حالـت     آنتروپی  . باشد 2T و    1Tبوده و برابر  
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بـا   سهم ناشي از اين ترآيـب        ؟ آيا   چه مقدار خواهد بود   
 ؟تغيير نوع دو گاز، تغيير خواهد کرد

 :حل     
  

TSآنتروپي مخلوط مي باشد . 

ln ln : ,i i
i i i i

m kTS N k V N k i
h

π⎧ ⎫⎛ ⎞= + + =⎨ ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠⎩ ⎭

2
3 21 1 2
2

 

ln ln i
T i i

i

mkTS N k V N k
h

π
=

⎧ ⎫⎛ ⎞= + +⎨ ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠⎩ ⎭

∑
2

2
1

23 1
2

 

ln ln ln

ln ln ln

ln ln

m kTS N k V N k V N k N k N k
h

m kTN k N k V N k V N k N k
h

m kT m kTN k N k
h h

π

π

π π

⎧ ⎛ ⎞∆ = + + + +⎨ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎩

⎫⎛ ⎞ ⎧+ − + + +⎬ ⎨⎜ ⎟
⎩⎝ ⎠⎭

⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎭

1
1 2 1 2 1 2

2
2 1 1 2 2 1 22

1 1 2 2
1 22 2

23 3 3
2 2 2

23 3 3
2 2 2

2 23 3
2 2

 :  

ln ln ln lnV V V V T TS k N N N k N k
V V T T

⎧ ⎫− −⎪ ⎪∆ = + + +⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

1 2 1 2
1 2 1 2

1 2 1 2

3 3
2 2

 

 آنتروپي به جرم و نوع گاز بستگي ندارد و فقط به تغيير
 . بستگي داردي دو نوع گازدما

PV N kT
PV NkT

P V N kT

=⎧
⎪= ⇒ ⎨
⎪ =⎩

1 1 1 1

2 2 2 2

 

( )TS S S S∆ = − +1 2
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,

PV P V PV N kT N kT NkT

N T N TT N N N
N

+ = ⇒ + = ⇒

+
= = +

1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 2 2
1 2

 

 
ثابت کنيد برای يک گاز ايده آل که از مولکولهای تـک              ١۴-١

 هـر دو دمـا، وقتـی        ، تغيير آنتروپی بـين     تشکيل شده  اتمی

،فشار ثابت است  
3
5

 حالتی است    تغيير آنتروپی  برابر مقدار  

ه که حجم ثابت باشد اين نتيجه را به صورت عـددی بوسـيل            
)محاسبه حجم برمول   )PS∆    و( )VS∆       يک گاز ايده ال،  وقتـی

3oدما  از   o  4کلوين بهo o         ،را  کلوين افـزايش مـی يابـد
 .بررسي آنيد

 :حل     
d QdS
dT

= d    يا      Q PdV duS
T T

+
∆ = =∫ ∫  

Pdu گاز تك اتمي استچون nC dT= يعني اتم فقط حرآت انتقالي 
 .دارد

du .اگر دو اتمي باشد nRdT=
5
2

                                 

du nRdT=
3
2

   

( )
( )

PP

VV

S nC
S nC

∆
⇒ = =

∆
5
3

( )

( )

ln

ln

t f f
V VV t i

i

t f f
p PP t i

i

Tdu dTS nC nC
T T T

Tdu dTS nC nC
T T T

⎧ ∆ = = =⎪
⎪⎪
⎨
⎪
∆ = = =⎪

⎪⎩

∫ ∫

∫ ∫
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( )

( )

ln ln

ln ln

P

V

S R R

S R R

⎧ ∆ = × =⎪
⎪
⎨
⎪
∆ = × =⎪

⎩

5 4 5 41
2 3 2 3

3 4 3 41
2 3 2 3

oo

oo

oo

o

 

 

Pرابطه  ١۵-١ V−         در يک فرآيند بی دررو بوسيله تابع نمايی

constPV =
γ

 يـك مخلـوط گـاز ايـده ال بـه            .ود داده می ش   
γ, توان هاي   و   2f و   1fترتيب با آسر هاي مولي       γ

2 1
 در نظـر    

ــد  ــشان دهيـ ــد و نـ ــا ي بگيريـ ــوط  γتواـ ــرای مخلـ بـ

بوسيله
f f

= +
γ − γ − γ −

1 2

1 1

1
1 1 1

 .داده می شود 

 :حل     
d Q = o '     يا     , ,dS PV cte f fγ= = + =1 2 1o  

f fو  1  )١( گاز  هايتعداد مولكول گرم n1 وآسر مولي  2

 )٢(تعداد مولكول گرم گاز  n2و

' t t t tf f f f
V Vt t t ti i i i

n RT n RTdT dTS n C dV n C dV
T V T V

∆ = + + + =∫ ∫ ∫ ∫1 1 2 2
1 11 1

1 2
o 

( ) ( )ln lnf f
V V

i i
BA

dQ u PdVS
T T

T Vn C n C n R n R
T V

+
∆ = = ⇒

+ + + =

∫ ∫

1 2 1 21 2
o

14424431442443
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ln ln ln
B A

f f

i i

V T
V T
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

+ = ⇒⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

1  

B A
B A B Af f

f f i i
i i

V T V T V T
V T
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= ⇒ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

1  

n R n RA B
B A nC n CV Vf i i i

i f f f

T V V V
T V V V

− ⎛ ⎞+⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟+⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

1
1 2

21 2  

, ,V T cte PV cte PV NkTγ γ− = = =1  

V V

V V

nC n Cn R n R
nC n C n R n R

γ
γ

++
= − ⇒ =

+ − +
21 2 1 2

1
2 1 1 21 2

11
1

 

V V V V

P V P V

C C C Cn n f fn n n nR R C C C C
f f

γ
= × + × = ++ +− + +

1 1 2 2 1 2
1 2

1 2 1 2 1 1 2 1
1 2

1
1

 

 
P P

V V

f f f f
C C
C C

γ γ
= + = +

− −
− −

1 2 1 2

1 21 2

1 2

1 11 1
 

 

Sفرمولهای ترموديناميکی   ١۶-١
T
PV =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

µ

Nو  
V
PV

T

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

را   

بررسي   مورد گاز ايده آل کلاسيکی     ثابت کرده و آا را در     
 .آنيد

 :حل     
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٢٤

G E T S PV N

dE T dS S dT PdV V dP dN Nd

µ

µ µ

= − + = ⇒

− − + + = +
 

dE T dS PdV dN V dP SdT Ndµ µ= − + ⇒ = +                                      
)١(  

dPرا وقتي آه Pتابعي از µو Tباشد به دست مي آوريم . 

T

P PdP dT d
T µ

µ
µ

⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
                                                                    

)٢(  

قرار مي ) ١(در معادله ضرب مي آنيم و   Vرا در) ٢(
 .دهيم

T

P PV dT V d S dT Nd
T µ

µ µ
µ

⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞ + = + ⇒⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

T

PS V
T

PN V

µ

µ

∂⎛ ⎞= ⎜ ⎟∂⎝ ⎠

⎛ ⎞∂
= ⎜ ⎟∂⎝ ⎠

 

 
 
 



 

 

 
 

 

 

:                           نشان دهيد آه المان حجم فضاي فاز   ١-٢

( )
N

i i
i

d dq dpω
=

=∏
3

1
 

)تحت تبديلات آانوني يك مجموعه از مختـصات                    , )q p   بـه 
) يك مجموعه ديگر از مختصات , )Q p مي ماند ثابت باقي. 

قبل از در نظر گـرفتن ايـن نـوع از           : راهنمائي(             
اين .  شناخته مي شوند   تبديلات پيوسته    تبديلات آه بعنوان  

ممكن است براي در نظر گرفتن تبديلات نقطه اي آـه مختـصه ي              
مـي      شـان تبـديل      در بـين خود    iq و مختصه ي قديم    iQجديد

 .شوند مفيد باشد

 :حل     

 ثابت آنيم آه المان حجم فضاي فاز تحت تبديلات مخواهي مي

 .آانونيك ناورداست

)اگر , )i iq pمختصات آانوني باشند آنگاه داريم : 

,i i
i i

H Hq p
p q

∂ ∂
= = −
∂ ∂

& &                                                                               

)١(   

) را آانونيك گوئيم آه مجموعه     يتبديل , )i iq p      را بـه مجموعـه 

)جديد , )i iQ P     يـا همـان    ) ١(لا ت   د تبديل آند بدون آنكه معا
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٢٦

)معادلات آانونيك نقـض شـود يعـني          , )i iQ P      هـم در معـادلات 

  .آنند    صدق مشابه

i i i i
i j j

j j j j i j

Q Q Q H Q HQ q p
q p q p p q

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + = −
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

& & & 

 .وارون اين تبديلات نيز بايد وجود داشته باشد
( , )

( , )

j j

j j

q q Q P

p p Q P

=

=
 

  :ك وقتي به دست مي آيد آهيتبديلات آانون

,

j j

i j i j j

j ji i
i

i j i i i

p qH H H
P p P q P

p qH Q QQ
P q P p P

∂ ∂⎧ ∂ ∂ ∂
= +⎪ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎪⎪

⎨
⎪ ∂ ∂∂ ∂ ∂

= ⇒ = =−⎪
∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎪⎩

&

 

 و&ipبه همين ترتيب براي
i

H
Q
∂

−
∂

 : داريم

,j ji i

j i j i

P qP P
q Q p Q

∂ ∂∂ ∂
= − =

∂ ∂ ∂ ∂
 

 .معرفي مي آنيمزير را روابط حال 

, ,i i i m iq p i mη η += = ≤3 3 

,
i i ii m

H H H H
q pη η +

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
= =⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ 3

 



  . ٢فصل 

 
٢٧

N

N
N

H
q

q
q

q
p

H
p

p

∂⎛ ⎞
⎛ ⎞ ⎜ ⎟∂⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ = ⎜ ⎟⎜ ⎟−⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟−⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ∂⎝ ⎠

1
1

2

3

1

3
3

1
1

1
1

1
1

1
1

&

& o o o
o

o o o o
o

o o o o
o

& o o o
o

o o o
o

o o o o
o

o o o o
o

o o o o

 

J ماتريسN N×6  .استبعدي  6

,
N

N

HJ Jη
η

⎛ ⎞ ∂
= =⎜ ⎟⎜ ⎟ ∂−⎝ ⎠

3

3

1

1

o

o
 

N NJ ×

−⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = = −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − −⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2

6 6

1 1 1

1 1 1

o o o

o o o
11 

J J

J J J
−

−⎛ ⎞⎛ ⎞
= =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠⎝ ⎠

= − =
1

1 1

1 1

o o%

o o

%

11

 

det و ( )J =1. 

( )

( )

, ,. . . , `

, ,.. . ,

,. . . , , ,. . . ,

,. . . , , ,. . . ,

i N N N

i N N N

q q p p

Q Q P P

η

ξ

=

=

⎧ =
⎪
⎨
⎪ =⎩

1 2 6 1 3 1 3

1 1 6 1 3 1 3

 



   پترياآماري مكانيك 

 
٢٨

( ) , , ,. . . ,∂
= ⇒ = =

∂
1 6& &i i i i j

i
i j Nξξ ξ η ξ η

η
 

Mژاآوبي تبديل مي باشد .  

Mξ η=& &  

( ), , ,
,i i

i j i j i j
j j

M M Mξ ξ
η η
∂ ∂

= = =
∂ ∂

% 

,

,

j

i j i

H H HM J

H H HM M J M

ξ
ξ

η η ξ η

ξ
η ξ ξ

∂∂ ∂ ∂
= =

∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂
= =

∂ ∂ ∂

&

%&%

 

        :اين تبديل وقتي آانونيك است آه

M J M J=% 

. . . . . .

. . . . . .

N

N N i
i

N

N N i
i

d dq dq dp dp d

d dQ dQ dP dP d

ω η

ω ξ

=

=

⎧ = =⎪
⎪
⎨
⎪

= =⎪
⎩

∏

∏

6

1 3 1 3
1

61
1 3 1 3

1

 

Mηبايد ξ=براين بنا: 

detd M dω ω=1 

MJMاز طرفي J=%پس : 

( )det det detM J J=2  

det detM M⇒ =± → =1 1 

اي  به عنوان مثال تبديل نقطه    . آند  تبديل تغيير نمي   تحتيعني  
 :گيريم را در نظر مي



  . ٢فصل 

 
٢٩

                                           :اي يعني تبديل نقطه

,q Q q Q→ →2 2 1 1 

( )

( )

i i

i i

q q Q

Q Q q

=⎧
⎪ ⇒⎨
⎪ =⎩

&

 

( ), ,ji
i i

j i

Pq P P p
p Q

∂∂
= = =

∂ ∂
o o 

det

i i

N N j j

i i i j
i i i i

j j

q q
Q P

dq dp dQ dP
p p
Q P

= =

⎛ ∂ ∂ ⎞
⎜ ⎟∂ ∂⎜ ⎟

= ⎜ ⎟∂ ∂⎜ ⎟
⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

∏ ∏
3 3

1 1
 

                  
N

i i
j j

i j j

q p dQ dP
Q P=

⎛ ⎞∂ ∂
= −⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
∏
3

1
 

 :داريماز طرفي 

j i

i j

p q
P Q

∂ ∂
=

∂ ∂
  

i

j i

j

q
Q p

P

∂
=
⎛ ⎞∂ ∂
⎜ ⎟⎜ ⎟∂⎝ ⎠

1
 

N N
i

i i j j
i i j i

j

qdq dp dQ dP
Q q

Q
= =

∂
= × ⇒

⎛ ⎞∂ ∂
⎜ ⎟⎜ ⎟∂⎝ ⎠

∏ ∏
3 3

1 1

1
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N N

i i j j
i j

dq dp dQ dP
= =

=∏ ∏
3 3

1 1
 

  
  
با شروع از خطوط صفر انـرژي و آـار در فـضاي فـاز دو                  ٣-٢

 چرخنده هاي آلاسيكي خطوط انرژي آه فضاي فاز را به           بعدي
انـرژي  .  تقسيم مي آند را ترسيم آنيـد       hسلولهايي با حجم  

حالت ها را محاسبه آنيد و آا را با ويژه مقـادير             اين  
 .چرخنده هاي مكانيك آوانتومي مقايسه آنيد

 :حل     

IEL
I

LE
I

LH 2
22

22
±=⇒=⇒=  

 از لحاظ آلاسيكي داريم

h
ω

=
ω
ω

=Ω
o

 

ωحجم فضاي فاز وωo  فصاي فاز استحجمالمان . 

IE
IE

dld dl d IEπ
π

ω θ θ π
− −

= = =∫∫ ∫ ∫
2
2

4 2  

I
EIE

8
24 22h

ho

Ω
=⇒

π
=

ω
ω

=Ω                                                    (١) 

 :از لحاظ آوانتمي داريم

( )l lLE
I I

+
= =

22 1
2 2

h                                                                  )٢(          

 :داريم) ٢(و ) ١(از  مقايسه 

( )l l Ω
+ =

2
1

4
       

hωدر اينجا نشان مي دهيم  =o. 

 .تعداد حالتهاي موجود در يك بازه انرژي بصورت زير است



  . ٢فصل 

 
٣١

( ) ( )l l l
lE E l l l l

I I−∆ = − = + − − =⎡ ⎤⎣ ⎦
2 2

1 1 1
2
h h  

 :ها  برابر است با ميكرو حالتتعداد 

( )
I

llE
I

LH
2
1

2

22 h+
=⇒=  

Eاز طرفي حجم فضاي فاز را براي H E∆ ∆
− ≤ ≤ +

2 2
توان    مي

 .بصورت زير حساب آرد

LE E
I

I E L I E

∆ ∆
− ≤ ≤ +

∆ ∆⎛ ⎞ ⎛ ⎞− ≤ ≤ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2

2

2 2 2

2 2
2 2

 

( )L
L dl d L L I E I Eπ

πω θ π π
−

⎧ ⎫∆ ∆⎪ ⎪⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = − = + − −⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭

∫ ∫2
2 11

2 2 2 2
2 2

 

/ /
IE E

E E
ω π

⎡ ⎤∆ ∆⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + − − ∆<<⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

1 2 1 2
2 2 1 1

2 2
 

( )
I IIE

E E l l
I

ω π π π∆⎛ ⎞= = ∆ = ∆⎜ ⎟ +⎝ ⎠ 22 2 2 2
2 2 1 h

 

I                            . داريمl→∞در حد آلاسيك 
l
πω ∆

=
2 

I
l h
l
I

π
ωω π

∆

= = = =
Γ

∆

2

2

2o
h h
h

 

l l I
l l

I

∆ ∆
Γ= =2 2h h



   پترياآماري مكانيك 

 
٣٢

بوسيله ارزيابي حجم ناحيه مربوط به فـضاي فـاز نـشان             ۴-٢
دهيد آه تعداد ميكرو حالت هاي قابل دسترس يك چرخنـده سـه             

)برابر با  M≤بعدي سخت با تكانه زاويه اي        )M 2

h
.  مي باشد  

بسته به تكانه   آه ممكن است وا    سپس تعداد ميكرو حالت هايي      

ــومي   ــه اي آوانتــ )زاويــ )jM j j= +1 hــه , آــ , ,.. .1 3 5
2 2 2

 

,يا , ,.. .j = 1 2o           را از نظـر      مي باشد را تعـيين آنيـد نتـايج
براي سادگي متغير هـاي را       : راهنمايي   .فيزيكي توجيه آنيد  

θ وϕ با 
θ

+= ϕ
θ 2

2
22

sin
P

PMدر نظر بگيريد . 

 :حل     

 .توان در مختصات آروي حل آرد اين مساله را مي

sin ,rV V V V r r r rθ ϕ θ θ ϕ= + + = + + =2 2 2 2 2 2 2 2 2 2&& & & o  

M L Iω= =  

sin
ppV r M L I I

I I
ϕθω ω
θ

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⇒ = = = +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

22
2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2  

sin sin
p ppM p

M M
ϕ ϕθ

θ θ θ
= + ⇒ + =

2 22
2 2

2 2 2 2 1 

 . بعدي است زيرا دو درجـه آزادي داريم        رفضاي فاز ما چها   
 نـشان مـي     pϕ و pθ با و تكانه ها را    ϕو θ با   تصات را مخ

 : هاميلتوني سيستم را مي توان به صورت زير نوشت.دهيم

( )sin

H I L

H I

ω

θ ϕ θ

= =

= +

2

2 2 2

1
2

1
2

& &
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pLp I
I
θ

θ θ θ
θ

∂
= = ⇒ =
∂

& &
&  

sin
sin
pLp I

I
ϕ

ϕ ϕ θ ϕ
ϕ θ

∂
= = ⇒ =
∂

2
2& &

&
 

sin
ppH I

I I
ϕθ
θ

⎛ ⎞
⎜ ⎟= +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

22

2 2 2
1
2

 

 :براي حجم فصاي فاز داريم

d d dp dp
h

π π
θ ϕω θ ϕ= ∫ ∫ ∫

2
2

1
o o

 

( )sindp dp M Mθ ϕ π θ=∫  
 .آه برابر با مساحت بيضي مي باشد

( )sin MM M d M
h h

ππ πω θ θ ⎛ ⎞= = × = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫
22 2

2
2 2

2 2 2
o h

 

( )jM j j= +1 h  
j ،jبه ازاي هر +2  . حالت وجود دارد1

( ) . . . . . . .
j M

j M
A j M

=

=−
= + = + + +∑ 2 1 1 2  

 
  مختصات عمومي يك نوسانگر هماهنـگ سـاده بـصورت جابجـايي              ۶-٢

ml  و تكانـه زاويـه اي      θزاويه اي  θ2&       مـي باشـند بـصورت 
 را در فضاي فـاز بررسـي        اظررياضي و ترسيمي مسيرهاي متن    

 آه بوسيله مسير محدود شده      Aو نشان دهيد آه مساحت    . آنيد
 و زمـان    Eاست بطور دقيق برابر با حاصل ضرب انرژي آـل         

 . مي باشدTنوسان آونگ

 :حل     

T mgl θ= 2 21
2

&                                                                                         



   پترياآماري مكانيك 

 
٣٤

( cos )V mgh mgl mglθ θ θ= = − = <<211 1
2

 

cosE L ml mgl tθ θ= = + =2 2 21 1
2 2

&  

2
2

ml
P

mlLP θ
θ =θ⇒θ=

θ∂
∂

= &&
&

 

qθ θ=  

PE mgl
ml
θ θ= +
2

2
2

1
22

 

P
Eml E

mgl

θ θ
+ =

2 2

2 122
 

 و aبزرگ   قطربا و اين رابطه معادله يك بيضي مي باشد
 . شوند مييف تعر بصورت زير آه bقطر آوچك 

a mEl

Eb
mgl

=

=

22

2
 

 :نابراين مساحت بيضي برابر است باب

( )
// E lS ab mEl E

mgl g
π π π

⎛ ⎞
= = =⎜ ⎟

⎝ ⎠

1 21 22 22 2  

, lS ET T
g

π= =2  
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 يك بيان تقريبي براي تعداد راههايي آه مي تـوان           - الف    ٧-٢
 هماهنگ يك بعدي توزيع آرد       نوسانگر N را بين  Eانرژي معين 

ويژه مقادير انرژي نوسانگر هماهنـگ بـصورت        . بدست آوريد 
 .زير مي باشند

nE n n , , ,⎛ ⎞= + ω = ⋅⋅⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 1 2
2
h o  

 هم چنين يك رابطه براي حجم متنـاظر از ناحيـه            -ب            
يك رابطه  . مربوط به اين سيستم در فضاي فاز بدست آوريد        

ن دهيـد آـه فـاآتور       بين اين دو نتيجه بدست آوريد و نشا       

 . مي باشدNh بصورت دقيق برابر باωoتبديل

  الف :حل     

 :انرژي نوسانگر اول
( ) ωh2111 /+= nE                                         

 :انرژي نوسانگر دوم
( ) ωh2122 /+= nE  

   : امNنگر انرژي نوسا
 ( )/N NE n ω= +1 2 h  

( )

( )

N N

N

NE E E E n n n

E Nn n n

ω ω

ω

+ +⋅⋅⋅⋅+ = = + +⋅⋅⋅+ +

+ +⋅⋅⋅+ = −

1 2 1 2

1 2

2

2

h h

h

 

E NR
ω

= −
2h

 

 R عداد بسته هاي آل انرژي    تωh   مـسله ماننـد     . مي باشـد 
) تميز پذير ( جعبه غير مشابه     N توپ يكسان در     R قرار دادن 

 .مي باشد
 :ترس عبارتند ازبنابر اين تعداد آل حالت هاي قابل دس
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( )
( )

!
! !

R N
R N

+ −
Ω=

−
1
1

 

اگر
E
N

ω>> hو  R>>N   ن صورت داريمي ا باشد در. 

( )

( )

!

!

N

N

R
N

E
ER
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 فرض کنيد که تعداد حالت های قابل دسترس يک سيستم )الف  ۶-٣
نشان دهيد که انتروپی سيستم .  باشدΩآماری داده شده ، 

داده شده است وقتی ماکزيمم  ) ١٣-٣-٣( که با معادله 
 .ها بطور مساوی اتفاق بيفتندΩاست که همه 
بل از سيستم ها  از طرف ديگر اگر يک آنسام)ب              

داشته باشيم نشان  )Eبا مقدار ميانگين(با انرژی مشترک 
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 :براي ماآزيمم بودن داريم
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ln

ln ln
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PS k P P P k P P
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δδ δ δ
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∑

∑ ∑ 1 o

 

 مستقل باشند جمع بالا وقتي صفر مي شد آه تك تك جملات             rPاگر

rPها مستقل نيستند پس rPامساوي صفر شوند ام     جمله مستقل 1−
هــستند و چــون چــنين قيــدي داريم از روش ضــرايب لاگرانــژ 

 .استفاده مي آنيم

r r
r r

P Pδ= ⇒ =∑ ∑1 o 

(ln )r r r
r r

S k P P Pδ δ δ
Ω Ω

= =
= − + =∑ ∑1

o o
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 :بنابراين

( ) ( )ln lnr r r r r
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P P P P Pδ α δ α δ
Ω Ω Ω

= = =
+ + = ⇒ + + = ⇒∑ ∑ ∑1 1

o o o
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P P e P e Pα αα
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 آنسامبل آانونيك) ب
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( ) ( )ln lnr r r r rP E P P Eα β δ α β+ + + = ⇒ =− + − ⇒∑ 1 1o 

( ) E Er r
r rP e e P eα β β− + − −= ⇒ ∝1 

 :  آنسامبل آانونيك بزرگ) ج

r rP Pγ δ= ⇒ =∑ ∑1 o 

r r r rE E P E Pβ δ= ⇒ =∑ ∑ o 

r r r rN N P N Pα δ= ⇒ =∑ ∑ o 

( )ln r r r rP E N Pγ β α δ+ + + + = ⇒∑ 1 o 

( ) N E N Er r r r
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 :در حالت کلی ثابت کنيد که  ٧-٣
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ln QT
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C C k
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V
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⎛ ⎞∂
⎜ ⎟∂⎝ ⎠

2

2

2
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 Nk آنيد آه اين مقدار براي يك گاز ايده آل برابر بابررسي 
 .مي باشد

 :حل     

, ,
,V P

V N V P N P

d Q S d Q SC T C T
dT T dT T
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 :از معادلات ماآسول داريم
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)اگر ), ,f x y z = o  باشد آنگاه داريم: 
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⎡ ⎤∂ ⎛ ∂ ⎞⎛ ⎞∂⎛ ⎞− ⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟ ∂ ∂⎝ ⎠∂ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎣ ⎦= = −
∂ ∂
∂ ∂

22

2 2

2 2

1  

 :براي گاز ايده آل داريم
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 :شان دهيد که برای يک گاز ايده آلن  ٨-٣
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بـی  (اگر يک گاز ايده آل تک اتمی بـصورت آدياباتيـک                ٩-٣
شود که حجم آن دو برابر حجـم اوليـه          ، طوری منسبط    )درو

شود نسبت فشار ايی به فشار اوليـه چـه مقـدار خواهـد              
 بود؟

اگر در طول اين فرايند مقداری گرما به سيستم                       
يا کمتر از مقدار قبلی خواهـد       داده شود فشار ايی بيشتر      

؟ جواب خود را با استنتاج مربوط به فرمول        بود
i

f

P
P

تاييد  

 .کنيد
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ده الت گاز کامل استفاده کرکه در اينجا از معادله ح
). ايم )PV NkT=. 

i i f fP V P V=
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از مقايسه اين معادله بـا معادلـه مـشهود فرآينـد بـي              
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کلاسيکی با معادله يک سيستم  V» حجم آزاد « اگر   ١٢-٣
 : شودزير تعريف

{ ( )}/−

=
= ∏∫ 3

1

NU u qN

i

i NT
iV e d q 
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سيـستم  » حجم آزاد « ن را به عنوا   Vچه مفهومی است که کميت     * 
ا در نظر گـرفتن يـک حالـت         توجيه می کند؟ جواب خود را ب      

 .، به اثبات رسانيدخاص يعنی، در مورد يک گاز کره سخت
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تابع پارش و خصوصيات ترموديناميکی مهم يک گاز ايده           ١٣-٣
Nآل شامل  Nو  m1 مولکول با جرم   1 m مولکول بـا جـرم     2 2 

محدود شده اند را محاسبه کنيد فرض        Tو دمای  Vکه در حجم  
کنيد مولکولهای يک نوع گاز از يکديگر تميز ناپذيرنـد در           

 مولکولهای نوع ديگـر تميـز       صورتی که مولکولهای يک نوع از     
 .پذيرند

جواب های خود را با حالت يک گـاز ايـده آل                            
21شامل NN نـوع هـستند و دارای      مولکول که همه از يـک        +
221121 می باشـند بطوريکـه     mجرم   NmNmNNm +=+  باشـد   )(

 .مقايسه کنيد
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) فقـط بـه    T و   U و بين    T  و Pوابستگي بين    )N N+1 وابـسته   2
 .است آه تعداد آل ذرات است آه در دو مورد يكسان است
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V,همانطور آه ملاحظه شد آميتهايي مثـل       P       در هـر دو حالـت 
يكــسان هــستند و فقــط بــه تعــداد ذرات آــه در هــر دو  

)حالت )N N+1 ولي آميت هاي ديگـري     .  مي باشند وابسته است    2

S,مثل Aلت متفاوت هستند در هر دو حا. 
 

),( نشان دهيد که تابع پـارش       ١۵-٣ TVQN       يـک گـاز اسـتاتيک 
 – مولکــول تــک اتمــی بــا رابطــه انــرژیNنــسبيتی شــامل 

 سرعت نور است با رابطه زيـر        c اينجاکه در    pc=εتکانه
 .داده می شود

N

N
kTQ (V,T) V

N! hc

⎧ ⎫⎪ ⎪⎛ ⎞= π⎨ ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭

31 8 

العه کنيد مخصوصاЀ   يناميک اين سيستم را مط    ترمود              
 :بررسی کنيد که
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استفاده کنيـد   ) ٧-۴-٣(آنگاه از معکوس فرمول                   
بدسـت   Eg)(و يک رابطه برای چگالی حالت های اين سيستم        
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يـستم مـشابه مـساله قبـل در نظـر بگيريـد امـا        يـک س  ١۶-٣
مـی کننـد نـشان            ذره که در يک بعد حرکت        N3شامل

دهيد که تابع پارش در اين حالت با رابطه زير داده مـی             
 :شود
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( N)! hc
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            L   »فضای دسترس پذير باشد ترموديناميک و        »طول 
الت های اين سيستم را با مـساله قبلـی مقايـسه            چگالی ح 

 .کنيد
 :حل     
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)) ٣-۵-٣(اگر در معادلـه       ١٧-٣ , )f p q   را بـصورت[ ]U H(p,q)− 

f در نظر بگيريم واضح است = o به معنی اين است که:  

       [ ] o=ωβ−−∫ d))q,p(Hexp()q,p(HU 

را )  ٣-۶-٣(از اين معادله فرمـول        با استفاده             
امبل کـانونی   برای نوسانات انرژی يک سيستم کـه در آنـس         

 .بدست آوريد
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نشان دهيد که برای يک سيستم درآنسامبل کانونی  ١٨-٣
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 :ه آل داريم             بويژه برای يک گاز ايد
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آميت(long time average)  رفتار ميانگين بلند  زماني ١٩-٣
dG
dt

 

iرا در نظر بگيريـد بطوريكـه       i
i

G p q=∑    و نـشان دهيـد آـه 

بطـور ضـمني دلالـت بـر اعتبـار          ) ۵-٧-٣(اعتبار معادلـه    
 .دارد و برعكس) ۶-٧-٣(معادله 

 :حل     
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 بستگي صريح بـه زمـان نـدارد پـس          Gچون
G
t

∂
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∂
o    از طـرفي 

)بلند  ميانگين زماني    )long time average      هر آميتي برابر بـا 
 :صفر است پس
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نشان دهيد آـه بـراي يـك سيـستم آمـاري بـا انـرژي                  ٢٠-٣
ــشي ــسيل برهمكن )پتان )U rــه )، بطوريك )U r ــن ــابع همگ ــك ت  ي

از مختصه هاي ذرات مي باشد براي قضيه ويريـال          ) nدرجه(
 :داريم
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ــستم  U             در اينجــا ــسيل سي ــانگين انــرژي پتان  مي
UKEو توجه آنيد آه اين نتايج نـه تنـها         .  مي باشد  =+

براي سيستم هاي آلاسيكي بلكه براي سيـستم هـاي مكانيـك            
 .آوانتومي نيز برقرار هستند
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نبشي و انرژي پتانسيل يك     ميانگين زماني انرژي ج   ) الف  ٢١-٣
نوسانگر هماهنگ يك بعدي را هم بصورت آلاسيك و هم بـصورت            
آوانتومي محاسبه آنيد و نشان دهيد آه نتايج حاصـل شـده            

)با قضيه اي آه در مسأله قبل ثابت شده اسـت بـا             )n = +2 
 .سازگار مي باشند

)يريد با اتم هيدروژن را در نظر بگ     )               ب )n =  بر  1−
مـدل شـرودينگر ،     ) ٢(مدل بوهر زومر فيلد     ) ١(طبق اصل   

ميانگين انرژي زماني پتانسيل و انرژي جنبـشي را محاسـبه           
 .آنيد

 مـدار   ٢ مـدار دايـره ي       ١حرآت سـياره در     )               ج
 .بيضوي را در نظر گرفته و محاسبات را تكرار آنيد

 :حل     

 براي نوسانگر ساده

,pK K m q
m

ω= =
2

2 21
2 2

 

sin( )q A tω=  
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cos( )p mA tω=  

cosTm A m AK t dt
m T m
ω ωω= =∫

2 2 2 2 2 2
21

2 4o
 

K m Aω= 2 21
4

 

sin ( )TU m A t dt m A
T

ω ω ω= =∫2 2 2 2 21 1 1
2 4o

 

( )K pV nU= +
1 3
2

 

pV m A m A pVω ω⎛ ⎞+ = ⇒ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

2 2 2 21 1 13 2
2 4 4

o  

 
pبنابراين براي نوسانگر ساده  = o. 

   
  
  نيروي بازدارنده يك نوسـانگر غـير هماهنـگ متناسـب بـا               ٢٢-٣

  است نشان دهيـد آـه ميـانگين انـرژي            ٣جابجايي به توان    
 .نوسانگر دو برابر ميانگين انرژي پتانسيل مي باشند

 :حل     
F k x

U k x

= −

=

3

41
4

 

 :براي يك تك ذره داريم

pH m x kx kx
m

= + = +
2

2 4 41 1 1
2 4 2 4

&  
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( )i
i i

HK x x k x kx U
x

ϑ
⎛ ⎞∂

= − = − − = = =⎜ ⎟⎜ ⎟∂⎝ ⎠
∑ 3 41 1 1 1 2

2 2 2 2
 

 
 

 
 

 بعدی را مـی تـوان       s ويژه مقادير يک نوسانگر هماهنگ      ٢۶-٣
 : زير نوشتبصورت

( ) , , ,. . .
i

sE j jω= + = 1 2
2
h o 

امــين تــراز انــرژی دارای jنــشان دهيــد کــه                

ضريب
( )!

!( )!
j s
j s
+ −

−
1
1

 .می باشد

يات ترموديناميکی مهم يـک     تابع پارش و خصوص                   
 نوسانگر ساده را به دست آوريد فرض کنيد         Nسيستم شامل   

 .که نوسانگر ها مستقل و تميز پذير هستند
 نوسـانگر هماهنـگ يـک       sNنتايح خود را بـا                       

 .بعدی مقايسه کنيد 

 :حل     

 
 

s s

r r
r r

sE n nω ω
= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ ∑
1 1

1
2 2

h h 

                                  :آه داريم

                          
s

r
r

n j
=

=∑
1

 

s     تراز داريم يعني s          محل داريم و ذره بايدطوري قـرار بگـيرد 

بـراي اينكـار جايگـشتهاي      .  شـود  j برابـر    nrآه جمع روي    

مثلاд براي يك نوسانگر    . داشته باشد وجود  مختلفي مي تواند    

,. .. ,; . . .j n n ss

s sE j E n nω ω⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + = + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠112 2

h h
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xسه بعـدي     y zn n n j+ + , آـه ترآيبـات مختلفـي از         = ,x y zn n n 

 را به ما مي دهد اگر اين را به صورت زيـر بيـان               jمجموع  

 تا جسم در آنجـا قـرار        j  مي خواهيم   محل داريم و   'sآنيم آه   

sمـي تـوان           را نيـز     'sدهيم آه    در نظـر گرفـت      1−

 .آنگاه داريم

( )
( )

( )
( )

' ! !
! ! ! !

j s j s j s j s
j j s j j sj j

+ + −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ + − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = =
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ + − − −
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

1 1 1
1 1

 

 :براي يك ذره

 ( ) '
j

j s sg E E j
j

δ ω
∞

=

⎛ ⎞+ − ⎛ ⎞⎛ ⎞= − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠
∑

1
2o

h  

            ( )
( )

!
! !

s
j

j

j se e
j s

β ω β ω∞− −

=

+ −
=

−
∑2 1

1
h

h

o
 

( ) ( )

( )
( )

,

!
! !

sj
E

i
j

s
j

j

Q s e g E dE g e

j s
e e

j s

β ω
β

β ω β ω

β
⎛ ⎞∞ − +∞ ⎜ ⎟− ⎝ ⎠

=

−∞
−

=

= =

+ −
= ⇒

−

∑∫

∑

2
1

2 1
1

h

oo

h
h

o

 

( ) ( ),
s

Q s e e
β ω

β ωβ
−

−−= −2
1 1

h
h  

( )
( )

e

e
sQ

β ω

β ω
β

−

−
= ⇒

−

1
2

1
1

h

h
 



  . ٣فصل 

 
٧٧

( )e e
sN Ns

NQ sN
β ω β ω ω− −−= − =

1
2 1

2
h

h h
 

( )

( )

ln ln e

ln e

NA kT Q kT sN kT Ns

sN sNkT

β ω

β ω

β ω

ω

−

−

= − = + −

= + −

1 1
2

1
2

h

h

h

h

 

( )
,

ln
V T

A s skT e
N

β ωωµ −∂⎛ ⎞= = + −⎜ ⎟∂⎝ ⎠
1

2
hh

 

( ) ( ) ( )

,

,
ln

N T

N T

AP
N

A k eS sNk e sN kT
T e

β ω
β ω

β ω
β ω −

−
−

∂⎛ ⎞= =⎜ ⎟∂⎝ ⎠

⎡ ⎤∂⎛ ⎞ ⎢ ⎥= − = − − +⎜ ⎟∂ ⎢ ⎥−⎝ ⎠ ⎣ ⎦
1

1

h
h

h

o

h

 

( ) ( )ln eS sNk e sNk
e

β ω
β ω

β ωω
−

−
−

= − − −
−

1
1

h
h

h
h 

 .نوسانگر يك بعدي داريم sNبراي

( ) ( )

exp

exp

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠=

− −1

1
2

1

h

h
Q

β ω
β

β ω
                                                               )٨-٣-

١۴(  

( )
( )

exp

exp
sN sN

sN

Q
β ω

β
β ω

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠=

− −⎡ ⎤⎣ ⎦

2
1

h

h
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نطور آه ملاحظه مي شود با تابع پارش آـه در قـسمت             آه هما 

الف محاسبه آرده ايم برابراست، بنابراين بقيـه خـصوصيات          

 تـا   Nترموديناميكي سيستم نيز يكي هـستند يعـني اينكـه         

نگر تـك بعـدي مـي        تا نوسا  sN  بعدي معادل با   sنوسانگر

 .باشد

 
lnيک عبارت مجانبی  برای کميـت        ٢٧-٣ ( )g E       يـک سيـستم از N 

نوسانگر هماهنگ کوانتم مکانيکی با اسـتفاده از معکـوس          
بدست آوريد سـپس    ) ١۵-٨-٣(و تابع پارش    ) ٧-۴-٣(فرمول  

 :نشان دهيد که

( ) ln( ) ( ) ln( )S E E E E
Nk N N N Nω ω ω ω

= + + − − −
1 1 1 1
2 2 2 2h h h h

 

 .فائولر استفاده کنيد ، از روش داروينگ : راهنمايی

 :حل     

{ }
N

N
NQ e e

β ω β ω− −−= −2 1
h

h 

( ) ( )
'

'
'

i
E

i
g E e Q d

i

β
β

β
β β β

π

+ ∞

− ∞
= >∫

1
2

o 

( ) { }
'

'

Ni NE

i
g E e e e d A

i

β ωββ β ω

β
β

π

−+ ∞ −−

− ∞
= − =∫ 21 1

2
h

h 

( )

EN
N

EN
N

E
Ng E

E
N

ω

ω

ω

ω

⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠=
⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

1
2

1
2

1
2

1
2

h

h

h

h
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ln lnS E E E E
Nk N N N Nω ω ω ω

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

1 1 1 1
2 2 2 2h h h h

 

 

 در  Eنوسانگری با انـرژی کـل        Nوقتی يک سيستم    ) الف  ٢٨-٣
 مـال حالت تعادل گرمايی اسـت احت     

n
P        کـه يکـی از ايـن

 باشد چيست؟   nنوسانگر ها در بين آا در حالت کوانتمی         
 .)استفاده کنيد )١۶-۵-٣( راهنمايی از فرمول (

 تحقيق کنيد که                 

nn
p

∞

=
=∑ 1

o

 

مولکول تـک     N وقتی يک گاز ايده آل شامل        )ب               
 درحالت تعـادل گرمـايی اسـت نـشان          Eی با انرژی کل     اتم

روض يـک انـرژی در      فدهيد که احتمال اينکه يک مولکول م      
)exp( : داشته باشد متناسب باεهمسايگی  βε− 

 .استفاده کنيد) ١۶-۵-٣( راهنمايی از رابطه                
 . مي باشدε>>Eو N<<1و فرض آنيد

 :حل     

, , ,. . .

, , ,. . .

E n n

E n n

ω

ω

⎛ ⎞= + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞= + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 1 1

2 2 2

1 1 2
2

1 1 2
2

h o

h o

 

. . . . . . N
NE E E E n n n n

NR

ω

ωω

⎛ ⎞= + + + = + + + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

= +

1 2 1 1 2 3 2

2

h

h
h

 

( )ln lnS k g E k A= =
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R    تعداد آل ωh حالت آوانتـومي  اگر يك ذره در     .  هاستn 

nE اسـت بـا      باشد انرژي آن برابر    n ω⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

1
2

h   بنـابراين 

N  را بين آا توزيع     E' ذره داريم آه مي خواهيم انرژي        1−

 .آنيم

' ,
N N

n i i
i i

N NE E E E n n Rω ωω ω ω
= =

⎛ ⎞= − = + = + = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑
1 1

1
2 2 2

h h
h h h  

( ) ( )'E R N n R n Nω ω ω ω ω ω= + − − = − + −
1 1 1 1
2 2 2

h h h h h h  

 ذره توزيع N را بينEتعداد راههايي آه مي توان انرژي
 :نمود

( )
( )

!
! !

R N
R N

ω
+ −

=
−

1
1

                                                                                            

)١(  

N را بينE'تعداد راههايي آه مي توان انرژي  ذره 1−
 :توزيع نمود برابر است با

:                                 قرار دهيم) ١(اگر در رابطه 
,R R n N N→ − → −1 

( ) ( )
( ) ( )

!
'

! !
R n N
R n N

ω
− + − −⎡ ⎤⎣ ⎦⇒ =
− − −

1 1
1 1

 

( )
( ) ( )
( )

( )

!
! !'

!
! !

n

R n N
R n NP R N

R N

ω
ω

− + −
− −

= = ⇒
+ −

−

2
2

1
1
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( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

! ! ! ! ! ! !
! ! ! ! ! !

.. . ! !
! !

n
R N R n N R N N R n NP
R N R n N R N R n N

R R R n R n N N
R N R n

− − + − − − − + −
= =

+ − − − − − − −

− − − + − −
=

+ − −

1 2 1 2 2
1 2 1 2

1 2 1
1

 

    

 
( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )( )( )
. . . . . . !

. . . . . . .
R R R n R N n N

R N R N R N n R N
− − − + − − − −

=
+ − + − − + − − − − + − −

1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1

 

     ( ) ( )( )
( ) ( )

. . . . . .
. . . . . .

R R R n N
R N R N n

− − + −
=

+ − + − −
1 1 1

1 1
  

R,اگر n N>>  : آنگاه داريم1<<

( ) ( )

nn

n n
R N N RP

R N R NR N +
⎛ ⎞= = ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠+ 1 

 :حال نشان مي دهيم آه

n
n

P
∞

=
=∑ 1

o
 

( ) ( )

n

n

N R N N R N
RR N R N R N R N R N R

R N

∞

=

+⎛ ⎞ = = =⎜ ⎟+ + + + + −⎝ ⎠ −
+

∑
1 1

1o
 

 

ا انرژی پتانسيل  يک نوسانگر غير هماهنگ يک بعـدی ر             ٢٩-٣
 :ی توان بصورت زير نوشتم

432 fqgqcqqV −−=)( 

,که                 ,f g c       ثابت های مثبتی هـستند البتـه,g f 
 نـشان دهيـد کـه در        .مقادير بسيار کوچکی فرض شده اند     
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 ، سهم عبارتهای غيرهارمونيک در گرمای ويژه      اولين مرتبه 
 :ابطه زير داده می شودسيستم با ر

f gk T
c c

⎛ ⎞
+⎜ ⎟

⎝ ⎠

2
2

2 3
3 5
2 4

 

، مقـدار ميـانگين مختـصه       و برای همان مرتبه                    
 .با رابطه زير داده می شود qمکانی 

gkTq
c

= 2
3
4

 

 :حل     
( )V q Cq gq fq= − − ⇒2 3 4 

PH Cq gq fq
m

= + − −
2

2 3 4

2
 

( )v
,

lnP
N V

C C k Qβ
β

⎧ ⎫∂
= = ⎨ ⎬∂⎩ ⎭

2
2

2 

P Cq gq fq
m

Q e dpdq
h

β
⎛ ⎞
⎜ ⎟− + − −
⎜ ⎟∞ ∞ ⎝ ⎠

−∞ −∞
= ⇒∫ ∫

2 2 3 4
21  

( )Cq gq fqmQ e dq
h

βπ
β

− − −∞

−∞
= ∫

2 3 4

2
2  

,y n
n

n
nI e y dyα

α

∞ −
−∞

+

⎧
⎪⎪ += = ⎨ Γ⎪
⎪⎩

∫
2

1
2

1 1
2

o

   
 فرد nاگر 
اش

n > −1
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( ) ( )CqmQ e gq fq g q f q
h

βπ ββ
β

∞ −
−∞

⎡ ⎤
= + + + + + ⇒⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫

22 3 4 2 6 2 8
2

2 1
2

L  

m f g fQ
h c c c c
π π
β β β β β

⎡ ⎤
= × + − + + +⎢ ⎥

⎣ ⎦

2 2

2 2 3 2 4
2 3 1 15 1 51

4 16 32
o

L 

( )v lnC k Qβ
β

⎧ ⎫∂
= ⎨ ⎬∂⎩ ⎭

2
2

2 

      ( )( )( )k k c f c g cβ β
−−= + + ⇒

23 2 2 3 232 12 15 16  

v
f c g f gC k k k T

c c cβ
⎧ ⎫ ⎡ ⎤+

= + = + +⎨ ⎬ ⎢ ⎥
⎩ ⎭ ⎣ ⎦

2 2
2

3 2 3
12 15 3 51

8 2 4
 

 را نگـه    f و gوچکترين تواای در اينجا ما دو مرتبه از ک      

 .يمرمی دا

 :اولين مرتبه به اين شکل به دست می آيد

( )

( )

exp exp

exp exp

P dp cq
m

q
P dp cq
m

β β

β β

∞ ∞

−∞ −∞

∞ ∞

−∞ −∞

⎛ ⎞
− −⎜ ⎟

⎝ ⎠=
⎛ ⎞
− −⎜ ⎟

⎝ ⎠

∫ ∫

∫ ∫

2
2

2
2

2

2

 

      
( )
( )
gq fq qdq

gq fq dq

β

β

⎡ ⎤+ + +⎣ ⎦×
⎡ ⎤+ + +⎣ ⎦

3 4

3 4

1

1

L

L
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( )expm cq gq dq
g kTq g
c cm

c

π β β
β

βπ
β

∞

−∞
−

= = =
∫ 2 4

2 22

2

2
3 3
4 42

 

 

اهنــگ کــوانتم ترازهــای انــرژی يــک نوســانگر غيــر هم  ٣٠-٣
 :مکانيکی يک بعدی را می توان بصورت زير تقريب زد

( ) ( ) , , ,. . .
n

E n x n nω= + − + =
1 1 1 2
2 2
h o 

 که معمـولا خيلـی کـوچکتر از يـک مـی             xپارامتر               
)(باشد 1<<x        نشان دهنده درجه غيرهماهنگی است نشان دهيد

ــه از   ــين مرتب ــرای اول ــه ب ــه از xک ــارمين مرتب  و چه
⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠
hu
kT
ω

 نوسانگر بصورت   N، گرمای ويژه يک سيستم شامل       

 :زير داده می شود 

( ) ( )⎡ ⎤= − + + +⎢ ⎥⎣ ⎦
2 4 21 1 1 11 4

12 24 8o o
C Nk u u x u

u
 

 .توجه کنيد که جمله تصحيحی با دما افزايش می يابد

 :حل     

( ) ( ) , , , ,. .. ,nE n x n n xω ω= + − + = <<21 1 1 2 1
2 2
h h o  

exp
n

Q n x nβ ω β ω
∞

=

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + + +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

∑
2

1
1 1
2 2o
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دهيم، پـس از      بسط می  u را برحسب  

 .آيد مقداری محاسبه نتيجه ايی به دست می
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  مکانيک آماری سيستمی شامل      ٨-٣در امتداد مطالب بخش       ٣١-٣
N       نوسانگر فرمی که بوسيله دو ويژه مقدار o,ε    مشخص شـده 

 .اند را مطالعه کنيد

 :حل     
n

n
Q e eβε βε− −= = +∑1 1  

( )NN
NQ Q e βε−= = +⎡ ⎤⎣ ⎦1 1  

( )ln lnNA kT Q NkT e βε−= − = − +1
 

( )

( )

,

,

ln

ln

V T

N V

A Nk e
N

A NS Nk e
T T e

βε

βε
βε

µ

ε

−

−
−

∂⎛ ⎞= = +⎜ ⎟∂⎝ ⎠

∂⎛ ⎞= − = + +⎜ ⎟∂ +⎝ ⎠

1

1
1

 

ک سيستم فيزيکـی    حالت های کوانتمی قابل دسترس برای ي        ٣٢-٣
 :معلوم عبارتند از

gيک گروه با   -الف      
1

 حالت با احتمال مساوی و مقـدار        

 1εانرژی مشترک

gيک گروه با   -ب      
2

 حالت با احتمـال مـساوی و مقـدار          

 2εانرژی مشترک

ر  بـا رابطـه زي ـ     نشان دهيد که آنتروپی سيـستم                 
 :داده می شود

ln( ) ln( )
P P

s k P P
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P,که                   P
2 1

 به ترتيب احتمالات اينکه سيستم در       
د ن باش ـ اسـت مـي   ٢  يـا گـروه      ١ متعلق بـه گـروه       حالتي

ــه          :بطوريکـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
P P+ =

1 2
1 

 يـک توزيـع     ها بوسـيله  P فرض کنيد که   )                 الف
 :، نشان دهيد کهکانونی داده شده باشند
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xکه درآن                 
kT

ε ε−
= 2  مثبت فرض شـده اسـت حالـت         1

gخاص g= =
1 2

مـساله قبـل مقايـسه       را با نوسانگر فرمی      1
 .کنيد

ــی  ) ب                 ــرای آنتروپ ــوق ب ــارت ف ــا   Sعب را ب
 . استفاده از تابع پارش سيستم بدست آوريد

ــی  ) ج                 ــه وقتــ ــد کــ ــی کنيــ  o→Tبررســ
lnSآنگاه k g→

1
 . اين نتايج را تفسير فيزيکی کنيد
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 داريم آه ميانگين انرژي     مجموعه تراز انرژي  م دو   آني فرض مي 
E و ديگري  E1آايكي از    در  متـساوي  است و تمام ترازهـا       2

صورت احتمال اينكه سيستم در هـر        در آن . الاحتمال هستند 
g ياg1آدام از ترازهاي Eيا E1 با انرژي2  باشـد عبـارت   2
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شود در اين مورد آنتروپي بـا آنتروپـي          ميهمانطور آه ديده    

محاسبه شـده اسـت،     ) ٢۶-٣(يك توسانگر فرمي آه در مساله       

 .باشد مييكسان 
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 . استيآه با جوابي آه قبلاд به دست آورديم يك

 .روند همه ذرات به تراز پايين مي) ج
lnT S k g→ = 1o  

 

 مولکول دواتمی غير برهم کنشی N شامل يک سيستم گازی  ٣۵-٣
، در يک µکه هر کدام دارای گشتاورد دو قطبی الکتريکی 

 : در نظر بگيريدEميدان الکتريکی خارجی با شدت 

انرژی هر مولکول با انرژی جنبشی چرخشی همين                        
جهـت  طور انرژی جنبش انتقالی بعـلاوه انـرژی پتانـسيل           

 : ميدان اعمال شده، بدست می آيدگيری در
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ϕθε µ θ

θ
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ــه                  ــد   Iک ــی باش ــول م ــی مولک ــان اينرس .  مم
ترموديناميک اين سيستم شـامل پلاريزاسـيون الکتريکـی و          

 .ثابت دی الکتريک را به دست آوريد
فرض کنيد که سيستم کلاسيکی است و اينکه                 

E kTµ ∗<< 

دارای يک ممنتم دو قطبی الکتريکـی       oH2مولکول                

×−esuةبه انداز  181 85 1o o         می باشد طبق تئوری قبلـی ثابـت

c1دی الکتريک يک بخار در دمای      ooo      و فشار اتمسفر را محاسبه
 .کنيد 
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 . ميدان الكتريكي مي باشدE دو قطبي الكتريكي وµدر اينجا
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 وارد شـده و      گيبس بينيم آه نه جمله تصحيحي       بنابراين مي 
 .نه همبستگي فضايي
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 نشان دهيد که آنتروپی يک گاز ايده آل در - ١-۶
 تعادل گرمايی در مورد بوزون ها با فرمول
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از طريق يک پنجره کوچک در يک کوره که محتوی  گاز در  ٧-۶
 است خطوط طيف گسيل شده توسط مولکول های Tدمای بالای 

اند به خاطر حرکتهای مولکولی هر خط گاز مشاهده شده 
نشان دهيد که . دارا می باشدطيفی يک ن شدگی دو پلری 

در يک خط با رابطه زير  λبا طول موج λI)(تغيير شدت نسبی

.  داده می شود
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 طول oλسرعت نور و   c جرم مولکولی  mکه در اين رابطه     
 .موج ميانگين خط است

 
 :حل     

از نظر مشاهده گر از ميـان روزنـه اي در طـرف آزمـايش               
  xvمولكوهـايي آـه مؤلفـه      متوسـط    λoنورهايي با طول موج   

طـول مـوج نـور      . رعتشان در جهت نور تابيده شـده اسـت        س
 :برابر است با
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بنابراين با استفاده از توزيع ماآسول با فرض اينكه 
 :باشد خواهيم داشت nچگالي مولكولي در ظرف
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 ذره هر يک به جرم Nيک گاز کلاسيکی ايده آل متشکل از   ٨-۶
m  عمودی به طولدر يک استوانةکه Lدر يک . محصور شده است 

قرار گرفته و در تعادل ) gبا شتاب (ميدان گرانشی ثابت 
يل می به سمت بی ايت م L,Nگرمايی می باشد در ايت هر دو 

کنند تابع پارش گاز را ارزيابی کنيد و عباراتی برای کميت 
 .بدست آوريدهای  ترموديناميکی مهم 

م مشابه که چرا گرمای ويژه اين سيستم از سيستدهيد توضيح  
 .در فضای آزاد بزرگتر است
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توزيع دانسيته ذرات در حجم اشـغال شـده توسـط گـاز در              
صورتيكه ذرات آزاد فرض شوند يك توزيع يكنواخـت اسـت و            

d+p و pتعداد ذرات در واحد حجم آه مومنتم آا بين         p   يـا 

d+u و   u آا بين  سرعت u     است برابر است بـا ( )pdN n f p dp=  

)يا )vdN nf u du=            اما اگر گاز در يك ميـدان خـارجي نيـز 

قرار گيرد آه در آن انرژي پتانسيل تنها به مختصات مرآـز            
مـثلاд ميـدان جاذبـه توزيـع        . باشد جرم آا بستگي داشته   

اند اما توزيـع ذرات بـه       ماآسول سرعتها بدون تغيير مي م     
 .شكل زير آميت است
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 که اگر دما يکنواخت باشد فشار يک نشان دهيد) الف(  ٩-۶

نشی ثابت براساس فرمول با رومتری گاز کلاسيکی در يک ميدان گرا
 که نمادهای گوناگون همان معانی .با ارتفاع کاهش می يابد

 .معمولشان را دارند
 فرمول متناظر برای يک  اتمسفر بی در رو يعنی وقتی که در )ب(

PVآن γ به جایPV  ، همچنين ثابت می ماند را بدست آوريد
 .، دما و چگالی اتمسفر را بررسی کنيدتغييرات ارتفاع

 
 

 :حل     
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 با در نظر گرفتن اتلاف انرژی انتقالی که )الف ( ١١-۶
بوسيله مولکولهای يک گاز در انعکاس از يک ديوار در حال عقب 

ک برای يک انبساط بی در رو مربوط به ي. نشينی تلف می شود
 گاز غير نسبيتی ايده آل در حالت شبه ايستا فرمول مشهور
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را بدست آوريد که درآن 
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 .انرژی انتقالی گاز است
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 :حل     
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در فرآيند شبه پايدار نسبت انـرژي جنبـشي انتقـالي بـه             
 .ماند ساير انواع انرژي ثابت مي
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,به ترتيب در فشار های  B,A دو گاز بولترمنی  ١۵ -۶
B A

P P  و

در دو منطقه از فضا در نظر بگيريد که ارتفاع BT وATدماهای
 .نگ در ديواره تفکيک کننده آاستميان آا يک روزنه خيلی ت

 .گاه کنيدرا ن  ۶-٨شکل 
 

 
 
 
 

 ۶-٨شکل 
 متقابل تحت يک نفوذ مولکولی دو   B,Aمولکولکهای گازهای 

 
نشان دهيد که تعادل ديناميکی نتيجه شده از نفوذ متقابل دو 

BAنوع مولکول به جای
P P=د  از تعادل شار هي آه نتيجه حاصل
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  . را ارضا بر اورده مي آند

 
 :حل     

 A سيستم براييكبار   )١٣-۴-۶( و) ٩-۴-۶(با استفاده از    
  Bو يكبار براي
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ال دينـاميكي بايـد در انـدازه حـرآتي آـه            در حالت انتق  
 منتقل مي شـود بـه مقـدار انـدازه           B به سيستم  Aسيستم

شـود و يـا بـه         منتقل مي  A به Bحرآتي باشد آه از سيستم    
 :عبارت ديگر
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 در يک گاز بولترمنی T يک کره کوچک با دمای اوليه  ١۶-۶

برخورد شناور شده است فرض کنيد مولکولهای  oTايده آل در دمای
 دمای کره دوباره منتشر  باکننده روی کره اول جذب شده و سپس

 .می شوند تغييرات دمايی کره را با زمان تعيين کنيد 
 شعاع کره را می توان خيلی کوچکتر از مسير آزاد توجه[

 ]ميانگين مولکول ها فرض کرد 
نشان دهيد که مقدار ميانگين مقدار سرعت نسبی دو مولکول در 

ول نسبت به برابر سرعت ميانگين يک مولک 2ماکسولیيک گاز 
 .ديواره های محفظه است

يادآوری می کنيم که يک نتيجه مشابه برای سرعت های جذر  [
 تحت شرايط عمومی تر های ميانگينميانگين مربعی به جای سرعت 

 ] بيشتری حفظ می شود
 
 

 :حل     
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ره برخورد مي آنند برابر است تعداد ذراتي آه به سطح آ
)با تعداد ذراتي آه در پوسته آروي به ضخامت  )drur 

 : دارند و اين تعداد برابر است باقرار
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 تغيير انرژي در واحد زمان
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 انرژي پتانسيل ميان اتمهاي هدروژن در ٢٢-۶
  مورس داده مي شودمولكول آن با پتانسيل
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Vآــه  erg−= × 127 10oو r cm−= × 98 10o و a cm−= × 95 آوانتــاي  10
دمـا  . هاي ارتعاشي و چرخشي را محاسبه آنيد       انرژي

هايي را بر اورد آنيد آـه در ان دمـا مـد هـاي               
ارتعاشي و چرخشي مولكول در ظرفيت گرمايي ويـژه         

 .گاز هيدروژن سهيم هستند
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Tدر دمای اتاق K3 o� oo   مد ارتعاشی غير فعال است و مد
 .ددورانی کاملاд فعال می باش

 
 
  قديم ١٠-۶

 با سرعت زاويـه     L و طو ل   Rيك استوانه با شعاع     
تابع پارش ان را    .  حول محورش مي چرخد    ωاي ثابت   

 تابع توزيع يك گاز ايـده       هم چنين    و .بدست آوريد 
فـرض آنيـد    .ال محصور شده درون ان را بدست آوريد       

 و اثرات    است Tاي  مآه گاز در تعادل گرمايي در د      
 .گرانشي قابل چشم پوشي هستند

توجه آنيد آه هاميلتونين يك سيستم فيزيكي در يك         
Hچارچوب مرجع چرخشي بـا رابطـه       H L′ = −ω    داده مـي 

 L هاميلتونين در چارچوب ازمايشگاهي و       Hشود آه   
 .اندازه حرآت زاويه اي است

 :حل     

, ,HPH L Q e
m h

βω −= + = →∑ ∑ ∫
2

1 3
1

2
 

sin

P L
m

Q e d p d q
h

L r p p

β ω

ρ ϕ

⎛ ⎞
⎜ ⎟− +
⎜ ⎟
⎝ ⎠=

= × = ⇒

∫

2

2 3 3
1 3

1
 



  .٦فصل 

 

١٧٣

sin

sin

p
pm

p
pm

Q p e e d d dz
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 :از طرفي توزيع دانستيه

, N PPV nkT n
V kT

= = =  

lnp kT Q
V
∂

=
∂ o 

p و pتعداد ذراتي آه بين    dp+     قرار گرفته يعني تابع توزيع

)ذرات )n p dp. 
 



 
 

 
 
 

 

و ) ٧-١-٧(را  از معادله هاي ) ١٣-١-٧(بسط ويريال   ٢-٧
بدست آوريد و مقادير ذآر شده از ضرايب ويريال ) ٨-١-٧(

 .را بررسي آنيد
 :حل     
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∞
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 زيرا
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 با مقايسه دوطرف تساوی داريم
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قرار می دهيم و طرفين آن  ) ١( اين عبارت را در معادله

را در
N
 .ضرب می کنيم 1
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که در آن
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 :می باشد بنابراين 
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 : داريمپس از بسط جمله به جمله دو طرف و مقايسه ضرايب
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 ك گاز ايده آل بوزوني نشان دهيد براي ي ۴-٧
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 را از   cTو  رفتار آميت ذآر شده در دماهـاي پـايين زيـر            
 .جنبه هاي فيزيكي بحث آنيد
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( )/ / /( ) , ( )⎛ ⎞= = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

33 3

5 2 5 2 3 22 2
P P h h pg z g z
kT kT mkT Tk mkT

λ
π π

 

( ) / // /

/ /

( ) / ( )

( ) ( )

∂
= − = −

∂

∂
= −

∂

3

3 2 5 25 2 5 2

5 2 5 2

5 1 1 15 2
2 2

5 1
2

h pg z g z
T T T Tk mk

g z g z
T T

π
 

/
/ / /

//
/

/

( )
( ) , ( ) ( )

( )( )
( )

( )

p

g z
g z g z g z

z z T z

g zz zg z
T T g zT

g z

T p

∂ ∂
= =

∂ ∂

∂∂ = = −
∂∂

∂

∂

5 2
3 2 3 2 1 2

5 25 2
3 2

5 2

1 1

5
2

 



  پتريا   

 
182 

 

/
/ / /

/ /

/

/ /
/

/ /

/

( )
( )( ( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

⎡ ⎤⎛ ⎞− −⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥+⎢ ⎥

⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎛ ⎞−⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

5 2
3 2 3 2 1 2

5 2 3 2

3 2

5 2 5 2
5 2

3 2 3 2
2
3 2

1 5 1
2

5
2

5
2

p

g zzT g z g z g z
g z z T g z z
g z

C Nk
g z g zz g z

T g z g z
g z

 

// / /

/ //

/ / /

//

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

⎡ ⎤
⎢ ⎥= − +
⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤
= − +⎢ ⎥

⎣ ⎦

2
5 25 2 5 2 1 2

2
3 2 3 23 2

5 2 5 2 1 2

3 23 2

5 5 5
2 2 2

15 51
4 3

p

g z g z g z g z
C Nk

g z g z g z

g z g z g z
Nk

g z g z

 

/ / / /

/ / /

/ / / /

/ / /

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

⎡ ⎤
⎢ ⎥= − +
⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤
⎢ ⎥= − +
⎢ ⎥⎣ ⎦

5 2 1 2 3 2 5 2
2

3 2 1 2 3 2

5 2 1 2 5 2 5 2
2
3 2 1 2 3 2

15 5
4 3

5 9 15
3 4 4

p

g z g z g z g z
C Nk

g z g z g z

g z g z g z g z
Nk

g z g z g z

 

/ / V

/

( ) ( )
( )

= ⇒5 2 1 2
2
3 2

5
3p

g z g z CC Nk
g z Nk

 



  .٧فصل 

 
183 

/ /

V /

V V / /

/

( ) ( )
( )

( ) ( ).
( )

=

−
= − = −

5 2 1 2
2
3 2

5 2 1 2
2

3 2

5
3

5
3

P

p VP P

g z g zC
C g z

C C C g z g z CC C
Nk Nk Nk Nk g z Nk

 

V V / / /

/ / /

V V / / /

/ / /

V V /

/

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
/ ( )

− ⎡ ⎤
= = − ⋅⎢ ⎥

⎣ ⎦

− ⎡ ⎤
= −⎢ ⎥

⎣ ⎦

− ⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 2 5 2 3 2

3 2 3 2 1 2

1 2 5 2 3 2

3 2 3 2 1 2

2
1 2

3 2

5 4 9
3 9 4

4 15 9
9 4 4

3 2

p

p

p

C C C g z g z g z
Nk Nk g z g z g z

C C C g z g z g z
Nk Nk g z g z g z

C C C g z
Nk Nk g z

 

 

 ١-٧ دهيد براي يك گاز ايده آل بوزوني آه در بخش            نشان  ۶-٧
 بـا زابطـه     vCبررسي شد مشتق دمايي ظرفيت گرمايي ويـژه       
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)با استفاده از اين فرمول و فرمـول        )−9D   ١-٧( معادلـه-
 .را بررسي آنيد) ٣٨
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لكولهايي با درجـات آزادي     يك گاز بوزوني متشكل از مو       ١١-٧
εفرض آنيد علاوه بـر حالـت پايـه        . در نظر بگيريد   = o   فقـط 

سـت آوردن در     از طيف داخلي است آـه نيـاز ا         ε1اولين حالت 
دماي چگـالي گـاز را بـصورت        . محاسبات به حساب آورده شود    
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ــابعي از ــه     ε1ت ــد آ ــشان دهي ــويژه ن ــد ب ــت آوري  بدس
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براي بدست آوردن نتايج اخير از بسط       : راهنمايي [            
/تابع ( )g α3 )ي آوچك آه در پيوسـت    α براي 2 )−9D  داده شـده 

 ].است استفاده آنيد
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ln و رابطه Dاز پيوست  zα =  .اريم د−
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)تابع پارش بزرگ  ) الف  ١۴-٧ )grand      يك گاز ايده آل بوزوني 
دو بعدي را بدست آوريد و يك عبـارت بـراي تعـداد ذرات              

 در T وZبرواحد سطح سيستم بصورت تـابعي از پارامترهـاي      
نشان دهيد آه اين سيستم پديدة      . حالت تعادل بدست آوريد   

 .چگالش بوزاينشتين را نشان نمي دهد
براي توضيح اين نتايج، يك بررسي مـشابه از         )              ب

 بعـدي آـه طيـف انـرژي ذرات منفـرد آن             nيك گار بوزوني  

spεبا  عددي مثبت مي باشـد داده مـي شـود انجـام             s آه ∝
در بازة پديدة چگالش بوزاينشتين اين سيستم مخصوصاЀ        . دهيد

خصوصيات لازم رفتار   .  بحث آنيد  s و nوابستگي آن به اعداد   
ن سيستم را بررسي آنيـد و بطـور آـاملاд           ترموديناميكي اي 
 آلي نشان دهيد آه
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 :پس اگر در سيستم پديدة چگالش اتفاق بيفتد آنگاه
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فرين با آمك اين فرمول ها مورد گاز بوزوني         )              ج
)نسبيتي )pcε مورد بررسي قرار داده و نتايج را بـا         را   =

 .تابش جسم سياه مقايسه آنيد
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 باشد βε=xاگر. مساحت سيستم مي باشدA آه در اين روابط 
 :آنگاه داريم
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k58نوان يك جسم سياه در دمـاي      خورشيد را به ع     ١٨-٧ ooo  در 

/قطر آن در حدود   . نظر بگيريد  m× 91 4 1o      و فاصله آن تا زمين 

/در حدود m× 111 5 1oمي باشد . 

 شدت تابش آل  -الف               
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m  نور خورشيد بر سطح زمين 2

 .محاسبه آنيدرا 
 چه فشاري بايد روي يك سطح جذب آنندة آامـل           -ب              

آه بصورت عمود در مقابل اشعه خورشيد قرار گرفتـه اسـت            
 .اعمال شود
 اگر سطح صاف يك ماهواره آه مقابل خورشـيد          -ج               
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 اين آهنگ شارش تابش از سطح خورشيد برابر است با  بنابر

( )r Tπ σ2 44  

 . شعاع خورشيد مي باشدrآه 
سد حد سطح زمين مي رآهنگ شارش تابش خالصي آه به وا
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 وقتي به تعادل گرمايي مي رسيم آه جذب و تابش ماهواره
 .برابر شوند
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)vتابع) ١۴-٧(در شكل     ١٩ -٧ )C T  برحسبT      براي يـك جامـد 

)vمقدار حدي   . رسم شده است   )C ة آلاسـيكي اسـت      يك نتيج  ∞
 . داده شده استتيپآه بوسيله دولان و

     نشان دهيد آه سطح هاشور خورده در شكل يعني            

{ }v v( ) ( )C C T dT∞ ∞ −∫o 

               بصورت دقيق برابر با انرژي نقطه صـفر جامـد          
 .اين نتيجه را بطور فيزيكي تفسير آنيد. مي باشد

 :حل     
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                             :      مي دانيم آه
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 .کتاب آمده است
 

بـاي   آه انرژي آل نقطـه صـفر يـك جامـد د            نشان دهيد   ٢٠-٧

Θبرابر با 
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 مسائل اصافي ويرايش قديم

   ١-  
ابع پارش آانوني گاز فوتـوني را بدسـت آوريـد و آن را بـا                ت
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و . يـك جامـد دبـاي را بنويـسيد        ) آـانوني (تابع پـارش      -٢
خصوصيات ترمودينـاميكي گونـاگون ايـن سيـستم را بدسـت            
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 .بنابراين براي تابع توزيع رابطه زير را بدست مي آوريم

/ /( )g m E dE
h z e βε π− +∫ 3 2 1 2

3 1
1 2 2

1
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